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Let K be any number field, and let E be a quadratic or a biquadratic extension 
of K. We give necessary conditions for the existence of a field N, respectively, cyclic 
of degree 4, dihedral or quaternionian of degree 8, over K, which admits a normal 
integral basis over E. When the class number of K is h(K) = 1, we prove that these 
conditions are also sufficient, and we provide explicit formulae to construct normal 
integral bases of N over E. 0 1991 Academic Press, Inc. 
INTRODUCTION 
Soit N/E une extension galoisienne finie de corps de nombres. Soient 
A = Gal(N/E) son groupe de Galois et O,, 0, les anneaux d’entiers de N 
et E respectivement. Le corps N admet-il une base normale d’entiers sur E; 
i.e., existe-t-i1 un entier 9 E 0, tel que 0, soit un OFmodule libre de base 
~W)Lt ? Autrement dit, 0, est-il un O,[A]-module libre de rang l? On 
sait qu’une condition necessaire pour que la rtponse soit positive est que 
N/E soit modertment ramifite ([No]). Cette condition nest pas suffisante 
en general, mCme sur Q( [Mar]), mais on peut considerer aujourd’hui le 
cas E = Q comme resolu par la theorie de Frohlich et son tcole ([F3, 
Co1 ] ). En revanche, il n’y a pas actuellement de theorie satisfaisante dans 
le cas relatif E # Q (cf. [T] ). Brinkhuis ( [Brl, 2, 31) a montre que la 
reponse a la question posee est parfois negative dans des situations usuelles 
(voir aussi [COG]). Sa methode d’investigation consiste a ajouter une 
condition de base normale au probleme de plongement classique. C’est la 
demarche que nous adoptons. 
Precistment, soient E/K une extension galoisienne finie de corps de nom- 
bres, de groupe Gal(E/K) = r, et A un groupe abtlien consider& comme 
r-module. A une classe de cohomologie E E H*(r, A) donnte, associons les 
problemes (E/K, E) et [E/K, E] d&finis comme suit. 
Probkme (E/K, E). Existe-t-i1 au dessus de E un corps N, galoisien sur 
* Unite associte au CNRS n’ 040226 de l’universite de Bordeaux 1. 
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K, de groupe de Galois Gal(N/E) s’identifiant a A, qui induise une exten- 
sion de groupes 1 -+ A -+ Gal(N/K) -+ T-t 1 de classe E? Lorsqu’elle existe, 
l’extension N/K est dite solution du probleme resoluble (E/K, E). 
Probhe [E/K, E]. Le probleme (E/K, E) est-il resoluble, et dans 
l’affirmative admet-il, en outre, une solution N/K telle que l’on ait une base 
normale d’entiers de N sur E? 
Le but de cet article est de rtsoudre les problemes [E/K, E] lorsque A est 
un groupe d’ordre 2, et E une extension quadratique ou biquadratique 
bicyclique de n’importe quel corps K de nombre de ciasse h(K) = 1. En 
contraste avec les resultats de [Brl-Br4] qui sont essentiellement negatifs, 
on obtient toute une classe de bases normales d’entiers relatives dans des 
extensions cycliques (thtoreme 4.1), et diedrales ou quaternioniennes de 
degre 8 (theoreme 6.1). Des rtsultats de structure et d’existence de bases 
normales, dans les extensions kummeriennes en general, ont et& obtenues 
par Frohlich dans [Fl] en termes de classes d’ideles du corps de base. Nos 
conditions d’existence ne s’expriment ici qu’en fonction des unites de 
l’extension E/K. Et ces conditions sont effectives au sens oh, une fois 
verifites, elles permettent de construire les bases normales en question. Via 
les formules de [Masl, 2,3], on fournit dans chaque cas un generateur du 
corps N d’une solution N/K d’un probleme [E/K, E] resoluble, et un 
generateur 9 E O,, de trace 1 sur E, d’une base normale de 0, sur 0, s’en 
deduit explicitement. Aux theoremes 5.2 et 7.7, on donne la traduction de 
nos enonces lorsque K= Q. Cette application permet de retrouver les 
r&hats de plusieurs auteurs a propos de questions posees dans le dernier 
chapitre de [Brl]. On peut aussi comparer nos conditions avec celles de 
[Ka1,2] dont la mtthode pro&de de [Fl]. 
Je tiens a remercier 1’Universite de Geneve pour son hospitalitt; elle a 
permis la rencontre avec Brinkhuis qui est a l’origine de ce travail. 
1. CONDITION N~CESSAIRE DE R~SOLUBILITJ? DES PROBL~MES [E/K,&] 
Bien que, dans cette section, ce qui suit s’ttende a une situation plus 
gentrale (cf. [Brl I), nous simplifions en nous plaCant des maintenant dans 
le cadre de cette etude. Pour toute la suite de l’article, E/K est une 
2-extension galoisienne de groupe de Galois r= Gal(E/K); le noyau A est 
un groupe d’ordre 2: A = ( 1,6}; on note 0, l’anneau des entiers d’un corps 
F, et A x le groupe des inversibles d’un anneau A. 
Soient 1 + A 4 G ---% r+ 1 une extension de r par A, et E E H2(r, A) sa 
classe de cohomologie. Considtrons l’algebre de groupe tordue (“the 
twisted group ring”), notte Eel, du groupe G sur E; c’est le E-espace 
vectoriel de base les elements de G muni de la multiplication 
eg . e’g’ = en( g)( e’) gg’, e, e’ E E, g, g’ E G. (1.1) 
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Dans le sous-ensemble 
cette multiplication s’ecrit aussi 
m rl’g’ = v(g)(t) gg’, r,r’~~,C~l” g, g’EG, (1.1’) 
Oti r opere sur O,[d ] x par son action galoisienne sur 0, et I’action 
triviale sur A: 
y(r, + tls) = Y(b) + r(t, )k t,, f,EO,, YET. (1.2) 
11 est clair alors que O,[A] x G est un sous-groupe multiplicatif de E[G] x, 
et que O,[A] x s’identifie a un sous-groupe normal de O,[A] x G. On 
a par ailleurs O,[A] x n G = A, d’ou l’homomorphisme de groupes 
n’: O,[A] x G -+ f, qui induit la suite exacte 
W-nlRI 
1 -+ O,[A] ’ cs O,[A] ’ Gz I--+ 1. (1.3) 
Supposons maintenant le probleme [E/K, E] resoluble, et soit N/K l’une 
de ses solutions. Munissons O,[A] x d’une structure de G = Gal(N/K)- 
module en posant g(q) = rc(g)(q), g E G, q E O,[A] X (cf. (1.2)). 
PROPOSITION 1.4 (cf. [Brl, Theorem 1.23 ou [F3, p. 2231). La classe 
non nulle dans H’(A, O,[A] “) de I’inclusion canonique i: A 4 O,[A] x 
appartient ntkessairement h I’image de la restriction H’(G, O,[A] x ) -+ 
H’(4 o,CA 1 x )- 
Dt!monstration. Le probleme [E/K, E] Ctant resoluble, il existe un entier 
QE 0, tel que ON = O,[A]$. Quel que soit ge G, on a O,[A] g(9) = 
O,[A]$, d’ou g(9)=q(g)9 pour une unite unique q(g)EO,[A]“. 
L’application g w  q(g) est un 1-cocycle de G dans O,[A] x, dont la 
restriction a A est egale a i. Q.E.D. 
COROLLAIRE 1.5. Une condition ntkessaire pour que le problime 
[E/K, E] soit rholuble est que la suite exacte (1.3) soit scindde. 
DPmonstration. Les notations etant celles de la demonstration de la 
proposition 1.4, considerons l’application 
~xG-+O,[A]” G. 
fi- v(g),? 
Dans l’algebre de groupe tordue E@], on a par (1.1’) 
cpk’) = a(s) g(rk’)) a’ = Y(gbk)(dg’)) ‘a’ = CpkMg’) 
pour tout (g, g’) E G’; done IJJ est un homomorphisme. Comme 
BASES NORMALES D'ENTIERS RELATIVES 219 
O,[A] x n G = A, son noyau est Ker cp = A. L’homomorphisme quotient 
$: r+ O,[A] ’ G tel que cp = Ic/ 0 rr est une section associee a la surjection 
x’ de (1.3). Q.E.D. 
Decider si la condition du corollaire 1.5 est aussi suftisante est une ques- 
tion difticile; c’est l’objet de la these de Brinkhuis dont un resume figure 
dans [F3] (cf. Chap. VI, $2, 3). Dans la suite, par une mtthode nouvelle 
basee sur les formules de [Masl, 2, 31, nous demontrons qu’au dessus de 
tout corps K de nombre de classe h(K) = 1, la condition du corollaire 1.5 
est suffisante lorsque G est respectivement cyclique d’ordre 4, ditdral, ou 
quaternionien d’ordre 8. L’interet de la methode est qu’elle fournit des 
formules explicites d’obtention des bases normales d’entiers existantes. 
En general, pour qu’un probleme (E/K, E) soit resoluble de solution N/K 
cyclique de degre 4, ou quaternionienne de degrt 8, ayant une sous-exten- 
sion N/E modtrtment ramifiee, il faut ntcessairement que l’extension de 
base E/K soit moderement ramitiee; et il en est alors de m&me de N/K par 
transitivitt. On est done amen& en premier lieu, a determiner les solutions 
moderees des problemes (E/K, E). 
2. SOLUTIONS MOD~R~ES DES PROBL~MES (E/K,&) 
Pour tout corps F, KG Fc E, definissons le groupe multiplicatif 
U,(n) := 1 + 2”0,,,, no N - {0}, oti O,,, est l’anneau semi-local des 
elements a E F de valuation ord/, a > 0 en tous les ideaux premiers fi de F 
divisant (2) = 20,. On peut aussi detinir U,(n) par la congruence mod* 
usuelle du corps de classes (voir [CN-T, p. 133): 
U,(n)= {x~F” Ix= 1 mod*(2”0,)). 
On verifie que 
U,(n) = F” n U,(n), 
U,(2)nF”‘=U,(l)‘. 
Le critere suivant se deduit du $39 de [He] ou de [WY]. 
(2.1) 
(2.2) 
(2.3) 
Une extension quadratique N/E est modtktment ram$it!e si et 
seulement s’il existe un Plkment XE U,(2) tel que N= E(A). (2.4) 
Dans le reste de cette section, supposons l’extension de base E/K 
moderement ramitite. Le groupe U,(n) ttant muni de sa structure canoni- 
que de r-module, on a alors 
ff’(C Un)) = 1, nE N - (0). (2.5) 
Cela se prouve en formant, pour un 1-cocycle quelconque de r dans 
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U,(n), la “serie de Poincarit” induite par un entier de E de trace 1 sur K, 
et en procedant comme dans la demonstration classique du Thtoreme 90 
de Hilbert (cf. [Se, p. 1583). Par ailleurs, une extension N= E(h) est 
galoisienne sur K si et seulement si x appartient au groupe multiplicatif, 
note T(E/K), des elements de E x tels que pour tout y E r, il existe x, E E x 
veritiant y(x)/x = xt Considerons les diagrammes commutatifs de suites 
exactes de f-modules suivants: 
I-----+ E”’ - E” - 
I I 
E”lE”’ ------+ 1 
I 
l- U,(1)2- U,(2) - U,(2)/U,( l)? - 1 
l- {fl)- E” - Ex2 -1 
+ 
id 
I 2 I 
l- (+1}- &(l)~ &.(1)2-l 
Leurs suites de cohomologie induisent, par fonctorialite, le diagramme 
commutatif 
1 
(2.6) 
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oti s et s’ sont les surjections canoniques et 
L’homomorphisme compose xIEIK est une restriction de xEIK: 
(2.7) 
De l’exactitude des suites de cohomologie, on dtduit les noyaux 
Ker xEIK = K x E x ‘, Ker&,IK=KXEX2nUE(2) (2.8) 
et les images 
Imx~~~=Kercp,~, Im x)EIK = Ker (P;,~. (2.9) 
D’autre part, en identifiant le groupe A de la section 1 a { f 1 }, on sait que 
pour une classe E E H’(r, { k 1) ) - (01, le probleme (E/K, E) est resoluble 
si et seulement si sEKer qEIK (cf. [Mas3, (3.6)]). On en dtduit par (2.4) 
we 
Le probkme (E/K, E) admet une solution modMment ramifiee 
si et seulement si E E Im xL,~. (2.10) 
De plus, on a par commutativite qEIK = p 0 (P;,~ od p est l’application de 
H2(r, U,( 1)) dans H’(r, E x ) induite par l’inclusion U,( 1) 4 E ‘. Cet 
homomorphisme p est injectif (cf. [Brl, p. 124, Lemma]). Par consequent 
Ker qEIK= Ker (P&~. (2.11) 
L’egalitt (2.11) fournit en particulier une demonstration constructiviste 
directe de la 
PROPOSITION 2.12 (cf. [Ne, Theorem (6.6)]). Si E/K est modkrkment 
ram@e, tout probkme (E/K, E) rboluble admet une solution N/K modkrt- 
ment ram@e. 
Remarque 2.13. La construction prectdente s’etend a toute p-extension 
galoisienne EjK oti K est un corps de caracteristique differente de p 
contenant une racine primitive p-ibme de l’unid cp, en prenant U,(n) = 
1 + (1 - i,)” O,.fi-, n E IV - {0}, et pour noyau A un groupe d’ordrep. 
x541138/2-7 
222 RICHARD MASSY 
3. SOLUTIONS DES PROBL~MES [E/K,&] 
Soit N/E une extension quadratique de groupe de Galois Gal(N/E) = 
A = (1, S}. Notons D(N/E) le discriminant de N/E. 
Le corps N admet une base normale d’entiers sur E si et 
seulement s’il existe un Plkment x E E v&ifiant les conditions 
suivan tes: 
N= EC&), $x- l)EOE, D(N/E) = x0,. (3.1) 
Ces conditions sont ntcessaires en prenant x = (1 - 29)2 oti 9 est un entier 
de N de trace 1 sur E tel que O,= O,[S]. Elles sont suflisantes car 
on a ON= O,[S] pour 9 := +(l + J-;) (cf. [Se, p. 59, Cor.]) d’oh 
0, = O,[A] 9. 
Dans la suite, nous dirons qu’un idCal entier d de 0, est “saris multi- 
plicitt” lorsque d = O,, ou lorsque d se dtcompose en un produit 
d’idtaux premiers p distincts de 0,. 
PROPOSITION 3.2. Soit E/K une 2-extension galoisienne modPrPment 
ram$iiPe de corps de nombres de groupe Gal(E/K) = f. Soient (E/K, E ), 
E E Ker (PE/K, un problsme rtsoluble, et E( fi)/K, xl E IJEjK) n U,(2), 
x&~(x’) = E, l’une quelconque de ses solutions modhement ramijZes 
(cj proposition 2.12). Le problkme [E/K, E] est rholuble si et seulement s’il 
existe un Plkment ke2EK”EX2nU,(2), keK”, eEEX, tel que pour 
x := ke2x’ l’idial principal x0, soit entier et saris multiplicite. Dans ce cas, 
l’extension N = E(&)/K est une solution de [E/K, E]. Avec A = Gal(N/E), 
on a 0, = O,[A] 9 et ON = O,[$] pour l’entier 
Dtmonstration. Si [E/K, E] est risoluble de solution N/K, il existe 
X~E T(E/K) tel que N= E(A), xEIK(xO) = E (cf. [Mas3, section 31). Soit 
XEE~ vkrifiant les conditions du (3.1). On a x = e’x, pour un e E E, 
x E T(E/K) n U,(2), et x;,~(.Y) = E = x;,~(x’). Par (2.8), il existe done 
ke2 E K” EX2 n U,(2) tel que x = ke’x-‘. En outre, NJE Ctant mod&e, 
l’exposant d’un idtal premier fi dans la dtcomposition du discriminant 
D(N/E) = x0, est au plus Cgal A 1. Inversement, l’extension N = E(&)/K 
est solution du problkme (E/K, E) car xEiK (x) = E. On a x E 0, n U,(2) d’oti 
(x - 1)/4 E 0,. Le discriminant du rtseau de N, O,[S] oh 9 = (1 + &)/2, 
vaut D(O,[$]/O,) =xOE= D(N/E)d’ pour un idCal A&’ de 0,. Or x0, 
est saris multiplicitk, done x0, = D(N/E). Les conditions du (3.1) &ant 
vkrilites, N/K est solution de [E/K, E]. De plus O,= O,[$], d’oti 
O,=O,[A]$ du fait que Tr,,$= 1. Q.E.D. 
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Par ailleurs, nous utiliserons la propriete suivante (cf. [Man, 
Theorem 21): 
Si K est de nombre de classe h(K) = 1, toute extension quad- 
ratique L de K est engendrte par la racine car&e d’un 
generateur du discriminant de L sur K: 
L=K(J;EL D(L/K) = a0,. (3.3) 
4. LE CAS CYCLIQUE 
Soient K un corps de nombres quelconque et E = K(&)/K, a E K X, une 
extension quadratique de groupe Gal(E/K) = I’. Soit ((a))E la classe non 
nulle de H2(r, A); elle s’exprime au moyen dun cup-produit defini par a 
(cf. [ Mas3, Section 2.1 I). Dire que le probleme [E/K, ( (a))E] est resoluble 
signifie qu’au dessus de E, il existe un corps N, extension cyclique de degre 
4 de K, admettant une base normale d’entiers sur E. 
THBOR~ME 4.1. ( 1) Si le probleme [E/K, (( a))E-] est resoluble, la condi- 
tion (BNE) suivante, ou N,, designe la norme de E sur K, est necessaire- 
ment verifk!e: 
(BNE) I1 existe une unite : u E 0 g de E telle que : 
u = 1 mod 20,, N,,u= - 1. 
La condition (BNE) est equivalente a la condition : 
(BNEbis) II existe un entier t E 0, tel que E = K(Jm). 
(2) Supposons que le nombre de classe de K soit h(K) = 1. Choisissons 
pour a un generateur du discriminant de E/K: D(E/K) = a0, (cf: (3.3)). 
(2.1”) Le probleme [E/K, ((a))E] t es resoluble si et seulement si la 
condition (BNE) ci-dessus est vtrtf’iee. 
(2.2”) Lorsqu’il en est ainsi, une solution N= E(&)jK de [E/K, 
((a)),], X&~(X) = ((a)),, est dejmie par I’entier de E, congru a 1 mod 40,, 
x=pu& 
obtenu comme suit : 
- Soit t E 0, tel que E = K(Jm). On prend 
u=2t+JGz 
- Soit CI E 0, tel que u2a= 1 +4t2. On prend pour p un irreductible 
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de 0, ne se ramviant pas dans E (resp. une with de 0, quand elle existe) 
&r$an t 
P 
a(1 -2t) 
E UK@ 1, 
(2.3”) Dam les notations du (2.2”), avec A =Gal(N/E), on a 
ON= O,[A]8 et ON= O,[$] pour I’entier 9 = $( 1 + &). 
Dkmonstration. (1) Soient 1 +A=(1,6}+G-%~=(l,y)+l une 
extension de groupes de classe ((a)),, et gY un relevement de y dans 
G : n(g,) = y. Comme G est cyclique d’ordre 4, on a necessairement g: = 6. 
Supposons le probleme [E/K, ((a))E] resoluble. D’aprbs le corollaire 1.5, il 
existe un homomorphisme I,$: r-+ O,[A] x G tel que pour la surjection 7~’ 
de la suite exacte (1.3) on ait n’ 0 li/ = id,. Comme x’($(y)) = x’( g,), il existe 
u,, E O,[A] x telle que $(y) = u;, g,. Alors d’apres (1.1’) 
1 = Il/(y”) = u7 g, ‘Uy g, = u,,y(u,)6. 
Ecrivons u,=u;+u.:~, u~EO~ (i=O, l), d’ou y(u;.)=y(u~)+y(u.~)6 par 
(1.2). Via l’isomorphisme de U,-algebres 
O,[A] r {(s, t) E 0, x O,/(s + t)/2 E O,, (s- t)/2 E 0,) 
(4.2) 
r,+r,6b(r0+r1,r0-r,) 
on dtduit de l’egalite u,y(u,) = 6 que 
(u;+u.;)y(u;+u.;)=l, (z+u;)y(u;-u.;)= -1. 
La condition (BNE) 
Soit maintenant s la 
/ 
est done satisfaite par l’unite 
u:=(zd- u.;,/(u; + u.; ). 
trace de u : s = Tr,,(u). On a u = (s&-)/2, et 
u#K car f J-1 & lmod20,; done Js’ + 4 E E - K, ce qui implique 
que E = K(m), y(s) = - m. La condition (BNEbis) s’en 
dtduit avec l’entier de K, t := NEIK( (U - 1)/2) = -s/4. Inversement, si 
(BNEbis) est veritite, 
I.4 := 2t + JiTG. 
il en est de m&me de (BNE) avec l’unite 
(2) Montrons que sous l’hypothese h(K) = 1, la condition (BNE) est 
aussi sullisante. Soit u = 2t + J’m. D’apres la formule de [Mas3, 
Theoreme 3(A)(l)], on a xEIK(u Jm) = ( (a))E. Considerons l’element 
x’ := (1 - 2t)u JTTZF, On veritie que x’ = d + u2y(B) ou e := 
(1 + Jm)/2. L’entier 8 Ctant de trace 1, on a X’ z 1 mod 40,, i.e., 
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x’ E U,(2), d’od x;,~(x’) = ((a)), par (2.7) et (2.8). D’autre part, le dis- 
criminant du systkme { 1,0> vaut 1 + 42’. On dkduit alors de ce que 
K(Jl+;i;z, = K(J) a 06 D(E/K) = aO,, qu’il existe un entier a E 0, pour 
lequel 1 + 4t2 = ~*a, et x’ = M( 1 - 2t)u &. 
Le coefficient a( 1 - 2t) fournit en gtnkral des facteurs car&. On va lui 
substituer, g&e au corps de classes, un irrkductible de 0, (si une unitt 
suffit, on peut d&jA conclure). Considkrons le diviseur f=40,. L’idkal de 
0, engendrk par a( 1 - 2t) appartient au groupe I,+ des idkaux fraction- 
naires de K premiers A f. Prenons sa classe dans le groupe des classes 
de rayon modulo f, Z,,f JP,f, oti P,,$ est le sous-groupe des idtaux 
principaux engendrhs par un k E K x tel que k E 1 mod* $ [CN-T, p. 13). 
Par (2.1) on a ~(1-2t)O,P,~= (cr(l-2t)kO,/kE U,(2)). D’aprks le 
thkorkme de densitk gCn&alisC de Dirichlet [CN-T, p. 271, cette classe 
contient une infiniti: d’idkaux premiers, tous principaux par hypothkse. 
Dans l’infinitC des gCnCrateurs irrkductibles p = c(( 1 - 2t)k, k E U,(2), 
on peut en choisir un qui ne se ramifie pas dans E. Soit alors x :=p $2. 
C’est un ClCment de U,(2) comme x’, on a X&~(X) = ((a)),, et l’idtal 
~0, =p & 0, est saris multiplicitt: puisque E/K est modkriment ramifite. 
Par la proposition 3.2, l’extension N := E(&)/K est done une solution du 
problkme [E/K, ((a))J. Q.E.D. 
COROLLAIRE 4.3. &and h(K) = 1, un probhe [E/K, ( (G))~] r&soluble 
admet toujours une solution N/K telle que les irrdductibles de OK qui se 
ramifj:ent dans N soient, 6 l’exception d’au plus l’un d’entre eux, ceux qui se 
ram$ent dans E. 
C’est clair par le (2) du thkorkme 4.1. 
EXEMPLE 4.4. Soient K = Q(J-;?) et E = K(dv). On a 
317 + 72 J-2 = 1 + 4t2 avec t = 9 + n. 11 existe done une extension - 
N = 4,/x), x E E, cyclique de degrt: 4 sur K, avec base normale d’entiers 
sur E. Dans les notations du thtorbme 4.1 (2.2”), on peut prendre c( = 1, et 
p=-5+6&-( 2 les unit& f 1 de K ne conviennent pas); d’od 
5. LE CAS CYCLIQUE RELATIF SUR K=Q 
Soit L = Q(G), de N saris facteur carrk, une extension quadratique 
rtelle d’unitir fondamentale de norme - 1. Observons que 
Si u est une unite: de L de norme - 1 s’&crivant u = u0 + u1 Jd 
avec u0 E Z et u1 E hI, on a nPcessairement u1 = 1 mod 4. (5.1) 
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Cela se prouve aisement en utilisant, dans l’tgalite (uO + i)(u, - i) = duf , 
que tout premier p = 3 mod 4 est inerte dans Q(i). 
Pour une extension N/E de corps de nombres, nous dirons que le corps 
N est “preramifie sur E” quand tous les nombres premiers rationnels qui 
se ramilient dans N se ramilient deja dans E. 
En application du theoreme 4.1, on a le 
TH~OR~ME 5.2. Soit E = Q(A), aE Z sans facteur car@, un corps 
quadratique. Si E/Q est une extension sauvagement ramlj%e ou imaginaire, 
le probkme [E/Q, ((a))J n’est pas rt%oluble. 
Considkons une extension E/Q modPrPment ramijk!e: a = 1 mod 4, et 
rkelle: a E N. 
(1) Le probfsme [E/Q, ((a))E] t es r&soluble si et seulement si l’unit& 
fondamentale q > 1 de E est de norme N,,(q) = - 1. 
(2) Dans ce cas, posons 
q’ := 
1 
q3 si yI=$(1+2p+(1+2v)J;f), PLE, VEN 
q sinon. 
On a X&(X) = ((a)), p our l’entier de E congru h 1 mod 40, 
x=(-l) (u- 1)14qf &, 
Une solution du problsme [E/Q, ((a))E] est l’extension 
N= E&+=6&Q. 
(3) Si A = Gal(N/E), on a 0, = O,[A]9 et 0, = O,[S] pour 
l’entier 9 = +( 1 + &). 
(4) L’extension N/Q du (2) est l’unique solution de [E/Q, ((a))t-] dont 
le corps N soit prhamijik sur E. 
DPmonstration. Pour qu’il existe une extension cyclique de degrt 4 de Q 
contenant E = a(,,&), il faut que (a, - l), = 1 ou (., .), designe le sym- 
bole de Hilbert en la place inlinie de Q (cf. [ Mas3, (3.12)]) ce qui exige 
a > 0 [A-T, p. 1561. La condition (1) de l’tnonct est clairement necessaire 
en vertu de la conditon (BNE) du thtoreme 4.1. Inversement, supposons 
l’unite fondamentale r~ > 1 de E de norme - 1. 11 existe m E N, et par (5.1), 
nEhJ/, tels que v’=2m+(1+4n)&, d’oti (1+4n)2a=1+4m2, ce qui 
permet d’appliquer le theoreme 4.1 avec t = m et c1= 1 + 4n. La condition 
p/(cr( 1 - 2t)) E U,(2) tquivaut alors a p(1 - 2m) = 1 mod 4. Comme m est 
’ FrGhlich dit “pur” dans [F2] mais cette terminologie n’est pas rkemployke dans [F3]. 
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pair si et seulement si a z 1 mod 8, il suffit de prendre p = ( - 1 )‘“- ‘)j4. Pour 
le (4) on renvoie a la note ci-dessous. Q.E.D. 
Note 5.3. L’existence et l’unicitt du corps prtramifie du theoreme 5.2 
ont ttt obtenues dune autre maniere par Brinkhuis dans sa these [Brl, 
p. 1621. FrShlich retrouve l’une et l’autre dans [F3, p. 2301. Dans la 
remarque finale de [Brl 1, il est demandt un “generateur kummerien” de ce 
corps preramilie. M.-N. Gras a calcule un tel generateur dans [mnG]. 
C’est exactement celui du (2) de notre thiorbme 5.2, bien que la methode 
d’y parvenir soit differente. 
EXEMPLES 5.4. (i) Via le thtorbme 5.2, on fabrique une infinite de 
bases normales d’entiers relatives a partir des nombres premiers naturels 
p = 1 mod 4, car l’unite fondamentale de E = gP(&) est toujours de norme 
-1 (cf. [He, Theorem 1333). 
(ii) 11 existe des extensions cycliques N/Q de degre 4 contenant 
E=Q(fi) car N,, (( 14 + @)/3) = - 1. Mais aucun des corps N 
n’admet de base normale d’entiers sur E d’unite fondamentale 
(43 + 3 @)/2. En d’autres termes, le probleme (E/Q, ((205)),) est 
resoluble saris que [E/Q, ((205)),] le soit. 
Remarque 5.5. D’apres la condition (BNEbis) du theoreme4.1, le 
probleme [E/Q, ((a))E] est resoluble si et seulement s’il existe t E Z tel que 
E= Q(,/m). Mentionnons que l’on connait ceux des corps E de 
discriminant 1 + 4t’, qui sont de nombre de classe h(E) = 1. Yokoi [Yo] a 
montre que pour un tel E, 1 + 4t2 est necessairement premier ainsi que t, 
ou t = 1. Sous l’hypothese de Riemann gentralisee, il est proud que ceci 
n’est possible que pour 1 + 4tZ = 5, 17, 37, 101, 197, 677 (cf. [M-W] ou 
[MO]). Sans GRH, il n’existe qu’au plus un septieme corps supplementaire 
(cf. [K-L-O]). Nous rencontrerons dans le cas diedral une situation 
d’existence de bases normales d’entiers quadratiques sur E ou 2 doit diviser 
le nombre de classes de E (cf. Remarque 7.8). 
6. LE CAS DIkDRAL ET LE CAS QUATERNIONIEN 
Soit K un corps de nombres quelconque. Soit E = K(&, fi), a E K”, 
bEK”, une extension biquadratique bicyclique de groupe de Galois 
Gal(E/K) = r de gtnerateurs U, z dtlinis par 
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On renvoie k [Mas3, section 2.11 pour la dkfinition prtcise des cup- 
produits induisant les classes eO, E~ suivantes de H*(f, A) 
Eo := (a, b),, El := (Cab)),+ (4 b)E. 
Dire que le probkme [E/K, co] (resp. [E/K, E, ] ) est rtsoluble signifie 
qu’au dessus de E, il existe un corps N, cyclique sur K(a), extension 
galoisienne de K de groupe G = Gal(N/K) dikdral (resp. quaternionien) 
d’ordre 8, et admettant une base normale d’entiers sur E. 
TH~OR~ME 6.1. Soit n un element fke de (0, 1). 
(1) Si le probleme [E/K, E,] est resoluble, la condition (BNE) suivante 
est necessairement vtrifiiCe: 
(BNE) I1 existe des unites u E 0: , v E 0,X , de E, telles que l’on ait: 
u = 1 mod 20E, U@(U)=(-l)n 
v E 1 mod 20E, VT(V) = (- 1)” 
s(u),/u = - (r( v)/u 
(2) Supposons le corps K de nombre de classe h(K) = 1, et dans le cas 
diedral (n = 0) que l’extension E/K est moderement ram@e. Choisissons 
pour a (resp. b) un generateur du discriminant de L := K(&)/K (resp. 
A4 := K(&K) (cf (3.3)). 
(2.1”) Le probleme [E/K, E”] est resoluble si et seulement si la condi- 
tion (BNE) ci-dessus est verifiee. 
(2.2”) Lorsqu’il en est ainsi, une solution N = E(&)/K du probkme 
[E/K, 4, XL,&) = E,, est definie par l’entier de E congru a 1 mod 40, 
x=p& T$ nvv 
A ( > 
obtenu comme suit. On prend: 
- pour 1, un entier de L divisant & tel que 
E,/a(l) = m(u); 
pour n, une unite de L telle que 
12=qli 
ou K est un entier de K divisant a; 
- pour d, un p.g.c.d. de a/x et de b; 
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- pour p, un irrtductible de 0, ne se ramljiant pas dans E (resp. une 
unit.6 de 0, quand elle existe) vtSj?ant 
pl(d”Kc) E u,(2) aver c := Trg, ce:cJaJGn nv)), 
02 Tr,,, est la trace de E sur K, et 6 un entier de E de trace 1 sur K. 
(2.3”) Dans les notations du (2.2”), avec A =Gal(N/E), on a 
0, = O,[A] 9 et 0, = O,[S] pour l’entier 9 = i( 1 + &). 
Dt!monstration. (1) Soit l+A={1,6}+G,-%~-+l uneextension 
de groupes de classe a,,. Pour tout element du groupe de Kummer 
(K” nEx2)/KX2 (oude K” nEX2), soit (a),laformelineairedef definie 
par r(G)/& = ( - 1 )(a)t’r), LEG. En vertu de [Mas3, (1.7), (1.8), (2.1.6), 
(2.1.8)], on a 
$ = $W)a (x,(g))~(a)~(n,(g))(h)E(n,(g)) iTEG?l, 
ghg-‘h-l=6 ((ok A (bkKndg).n.(h)) 2 (8, WG;: 
Oli A designe le produit exterieur. Etant don&e une section 
(g,EG,/rt,(g,) = y} de r dans G,, on en deduit pour Q et T 
g; = &‘, g; = b”, go g* g, ‘g, ’ = 6. (6.2) 
Supposons maintenant le probleme [E/K, sn] resoluble. D’aprbs le 
corollaire 1.5, il existe un homomorphisme $: r-+ O,[A] ’ G tel que 
71’ 0 $ = id,. Done pour tout y E r, ii existe une unite uy E O,[A] x telle que 
$(r) = uy g,. La traduction de ce que a2 = 1, r2 = 1, (zz = UJ, fournit, respec- 
tivement, via (l.la), les Cgalites 
u,(T(u,) = a”, u,t(u,) = 6”, u,rJ(u,)i? = U,T(U,). (6.3) 
En Ccrivant uY = u: + u.l6 avec u:, u-: dans 0, pour tout YET, on en 
dtduit, via l’isomorphisme (4.2) que la condition (BNE) est satisfaite par 
les unites u := (24: - u~)/(u: + u:), v := (uy - u:)/(u~ + uf). 
(2) Montrons que sous l’hypothese h(K) = 1, la condition (BNE) est 
aussi suffisante. Nous nous limitons pour abreger au cas quaternionien 
(n = 1) qui est le plus delicat. Soit L := K(A). Comme NLIK(w(u)) = 1, il 
existe, par le Theoreme 90 de Hilbert, un element A,, de L, que l’on peut 
choisir entier: & E O,, tel que &lo(&) = UT(U). Comme UT(U) est une unite 
de L, il existe k E O,, et des entiers I, E (0, 1 } determines de facon unique, 
tels que l’on ait &O, = k0, n, dcylc, le produit ttant ttendu aux irreduc- 
tibles c( de 0, qui se ramifient dans L: ~0, = d2, & ideal premier de 0, 
(cf. [Ch, p. 403]), i.e., qui divisent aO,= D(L/K). Soit i l’entier de L tel 
que &= k1. On a n/g(A) = UT(U), done xEIK(Jab ,Iv) =.a1 d’aprbs la for- 
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mule de [Mas3, Theoreme 3(B)(2”)]. Comme IO, = n, JZJ”~, A divise 4. 
L’ekvation au carre donne une egalite A20, = ~0, dans laquelle K est un 
entier de K divisant a, d’oti l’existence d’une unite 4 E 0,X telle que 1.’ = ylti. 
Soit maintenant 6 un entier de E de trace 1 sur K: Tr,,, 0 = 1. Posons 
c:=Tr ,,(0/(& Au)), et considerons l’element: 
xk/- = ab AU 0 + u’cT(~) + v%(B) + (ua(o))20z(0). (6.4) 
On a X’E U,(2) car u et u sont congrues a 1 mod 20,, et par (2.8) 
X&~(Y) = E,. D’autre part, x’ = Kc(J;;II) fi vu. Clairement 
et dire que 1, = 0 signifie que c( divise K ~ ‘a : x 1 K ‘a. Comme A4 := 
K($)/K est moderee, l’ideal b0, = D(M/K) est saris multiplicite, d’ou 
,,I% 0, = n, 9, le produit Ctant etendu aux irrtductibles /I de 0, qui se 
ramifient dans M : fi0, = a2, g ideal premier de 0,. On a done 
X’O, = KCOE n do, n 390,. 
Les ideaux premiers d et 9 ne se ramifient pas totalement dans E puisque 
l’extension E/K est mod&e. L’idtal (x’/w)OE est done sans multiplicite 
sauf si l’un des a est Cgal a l’un des /?, auquel cas do, = go,, ce qui 
donne dO,~O, = a0, oti c( divise ~-'a et a divise 6. Soit d un p.g.c.d. de 
K -lu et de 6. Dans tous les cas la decomposition (6.5) s’tcrit 
x’OE = dk-co, n do, K S?O,, (6.5’) 
;alalK-‘a.alh) IsiBfh.-‘ui 
ou l’ideal (x’/drcc)O, est saris multiplicitt. s’il existe une unite p E 0; telle 
que p/du E U,(2), la proposition 3.2 montre que l’klement 
x :=px’/(drcc) =p(J+)(&/d)yu 
induit la solution N = E(&)/K au probltme. Si une telle unite n’existe pas, 
on pro&de comme dans la fin de la demonstration du theoreme 4.1 en 
considtrant le diviseur f = 40,. Comme x’ E U,(2), on a 
coKEIK,j, i.e., (dtcc)O,e&q, (6.6) 
et dans le groupe I,s/P,,5 des classes de rayon modulo f, la classe de 
dtcc0, contient une infinite d’ideaux premiers, d’oh l’existence d’un irreduc- 
tible p de 0,, ne se ramifiant pas dans E, tel que p = drcck pour un 
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k~ U,(2). On en deduit comme prectdemment que le probleme [E/K, cl] 
est resoluble, une solution &ant definie par l’element x :=px’/(drcc). 
Q.E.D. 
COROLLAIRE 6.7. &and h(K) = 1, les probkmes [E/K, &,](n = 0, 1) 
rtkolubles admettent toujours une sofution N/K teile que ies irrPductibles de 
0, qui se ramifient dans N soient, ri I’exception d’au plus l’un d’entre eux, 
ceux qui se ramifient dans E. 
C’est clair par le (2) du theoreme 6.1. 
7. LE CAS DIkDRAL ET LE CAS QUATERNIONIEN 
RELATIFS SUR K = Q 
Les notations sont celles de la section 6 avec cette fois K = Q, et l’exten- 
sion biquadratique bicyclique E/Q est moderement ramitiee comme dans le 
(2) du theorbme 6.1. 
PROPOSITION 7.1. Les problkmes [E/Cl!, En](n = 0, 1) ne sont jamais 
r&solubles lorsque E est un corps imaginaire. 
Demonstration. 
E=Q(J;;,$) t 
C’est clair directement pour aI = ((ab)),+ (a, b)E car 
es contenu dans une extension quaternionienne de degre 
8 de UZI si et seulement si on a (ab, - 1) + (a, b) = 0 dans Br,6;9 (cf. [Mas3, 
Theoreme 2]), ce qui implique en la place infinie de Q que a > 0 et b > 0 
[A-T, p. 1563 (on peut aussi invoquer [D-M]). Pour a,-, = (a, b),, on doit 
avoir (a, b) = 0 dans BrZQP, done a > 0 ou b > 0. Considerons pour E un 
corps imaginaire, et soit par exemple L = a(&) son sous-corps quadratique 
reel d’unite fondamentale q > 1. D’aprbs [Kur, Satz 121 ou [Kub, Satz 21, 
l’unitt fondamentale de E s’ecrit qt=?, i Ctant une racine de I’unite 
contenue dans E telle que &$ E, et v un entier prenant les valeurs 1 ou 2. 
Comme E/Q est modtrte, seules les racines 6-iemes de l’unite peuvent &tre 
contenues dans E. Si le probleme [E/Q, ~~1 etait resoluble, il existerait par 
le thboreme 6.1 deux unites u et v de E pour lesquelles (r(u)/u)” = 
(a(v)/v)‘*. On en deduirait l’existence de deux entiers n et m tels que 
(r(v)/1P” = (4vYv)6”“. Mais t(q) = r] puisque ‘1 EL; on aurait done 
N,,,, fjvrn = v lZvm = 1, ce qui est absurde par le Thtoreme des unites. 
Q.E.D. 
Dans toute la suite, E est maintenant un corps reel que l’on peut 
ecrire E = Q(&, fi) en normalisant les entiers naturels a = 1 mod 4, 
b z 1 mod 4, de facon a ce qu’ils soient saris facteurs carrts et tels que b 
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(resp. a) ne divise pas a (resp. b). Pour c E {a, b, ab}, on note yl, l’unite 
fondamentale > 1 de G(A), et N(q,.) designe sa norme sur Q. 
PROPOSITION 7.2. Si l’un des probl$mes [E/Q, Ed] (n = 0, 1) est 
r&soluble, le corps E udmet nkessuirement pour systt?me d’unith fondumen- 
tales l’un des deux systPmes suivunts: 
uvec N(qob) = + 1; 
s2:=,LhXXKb3&) uvec N(q,) = N(vb) = N(r],,)= + 1. 
DPmonstrution. On montre d’abord que A+! E, A# E: c’est clair 
lorsque N(g,) = N(qb) = - 1, et quand N(q,) = + 1 par exemple, on utilise 
que & = f(dm + Jm) oti Tr designe la trace de G(G) 
sur Q (cf. [ Kub, p. 821). Supposons ensuite que l’un des problemes 
[E/Q, sn], n E (0, 1 i, soit resoluble. Les unites u et v du theoreme 6.1 s’ecri- 
vent a priori u = f dm, v = +,/m, les exposants etant dans 
Z. Mais on doit avoir r(u)/u= --6(v)/u, et les unites q,, ylb, v,~ sont 
Z-lineairement independantes. On en dtduit que 
u= iJm, v= i&i%, (7.3) 
ou e, 1, m E Z ne sont pas tous les trois pairs. Ceci suffrt a exclure six des 
huit systemes d’unites fondamentales possibles dans une extension 
biquadratique reelle (cf. [Kur, Satz 111 ou [Kub, Satz 1 I). En effet, 
supposons par exemple que le systeme j&, q,,,, qh} soit fondamental. 
De 
v= -tm= &/kx~‘t?si?p, ZiEZ (i’l, 2,3), 
on deduit que 1 et m sont pairs; de m&me, l’exposant e de q, dans u est pair, 
d’ou la contradiction. Autre exemple: supposons que le systbme {a, 
J-1 ylab, q, soit fondamental. Les entiers e et 1 sont alors pairs, done m doit 
&tre impair. Comme qa, qb, v,~ sont de norme + 1, on en dtduit que 
N,(u) = w7t&)~ N,(u) = N,(JL), ou N,, N, designent les normes de E 
sur G(G) et G(G) respectivement. D’autre part, il existe deux entiers 
p, v E Z de meme parite tels que & = f(p & + v $), done N,(A) = 
-NT(&). Mais par le theoreme 6.1 on a N,(u) = N,(v) = (- 1)“; d’od la 
contradiction. Etc.. Q.E.D. 
EXEMPLE 7.4. 11 existe un corps N, quadratique sur E = O(fi, ,,k%), 
cyclique sur G(e), galoisien sur a;9 de groupe Gal(N/Q) diidral (resp. 
quaternionien) d’ordre 8 (cf. [Mas3, (3.12)]). Mais un tel corps N n’admet 
jamais de base normale d’entiers sur E, car les trois sous-extensions quad- 
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ratiques de E ont une unite fondamentale de norme - 1. En d’autres 
termes, le probleme (E/Q, (5,29),) (resp. (E/Q, (( 145)),+ (5,29),)) est 
resoluble saris que [E/Q, (5,29),] (resp. [E/Q, (( 145)), + (5,29),]) le 
soit. 
Remarque 7.5. On deduit du $2 de [Kub] que lorsque S, est un 
systeme d’unites fondamentales de E, a et h ne sont pas premiers entre eux. 
D’autre part, d’apres [ Wi, Theorem 11, 
Si une unite w de E s’ecrit w =m + n &, CE (a, 6, ab}, ou 
w=m&+nJZ, avec me?? et nEZ, elle est congrue ri 1 
module 20,. (7.6) 
Nous notons N,,e := ey(e), e E E y E r, et pour tout unite w  de 0, 
si w  s 1 mod 20, 
sinon. 
En application du thtorbme 6.1, on a le 
TH~OR~ME 7.7. Soit n un element fixe’ de (0, 1 }. 
(1) Cas oti E admet S, pour systeme d’unites fondamentales (c$ proposi- 
tion 7.2) 
(1.1”) Le probleme [E/Q, E,,] est resoluble si et seulement si l’une des 
deux conditions suivantes est verifiee: 
(BNEa) NO(&)=(-l)lPn et NV,) = - 1 
OU 
(BNEb) NJ&) = (-l)‘-’ et N(r/,)= -1. 
(1.2”) Lorsque (BNEu) est verijZe, on a x&(x)= E, pour I’entier 
de E 
oti v designe un element de (0, 1 } choisi de fagon que x = 1 mod 40E, et d 
le p.g.c.d. de a et b. Une solution N/Q du probleme [E/Q, E,,] est l’extension 
N=E(/s&)iap. 
Pour n = 0 (resp. n = l), le corps diedral (resp. quaternionien) N est non 
ram$e en les placesfinies de E (resp. preramtjiie sur E (cf: sect. 5)). 
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Lorsque (BNEb) est verfiee, les memes conclusions s’obtiennent en permu- 
tant a et b. 
(2) Cas ou E admet S, pour systeme d’unites fondamentales 
(2.1”) Le probleme [E/Q, E”] est resoluble si et seulement si la condi- 
tion (BNE) suivante est verifiee: 
(BNE) NJ&i&-l)“, Nr(&&-l)n, 
Nr(JluYluh)/‘~ = -Nc,(&%~b. 
(2.2”) Lorsque (BNE) est vCrij?ee, si par exemple N,(&)/n, = 
+ 1, on a X&~(X) = E, pour /‘entier de E 
obtenu comme suit. On prend: 
- pour p l’entier de L :=Q(&), unique modulo {f l), non 
divisible par les entiers rationnels distincts de f 1, tel que y, = a(p)/p; 
- d :=p.g.c.d. (a/NLi,(p), b); 
- pour tout c E {a, b, ab > 
0 si 
v,. := 
nc = 1 mod 200,Jc, 
1 sinon; 
- v~(O,l) defaconquex-lmod40, 
Une solution N/Q du probleme [E/Q!, E,], avec N preramijie sur E, est 
l’extension N = E (&)/a. 
Si N,,(&)/nb = + 1, les mimes conclusions s’obtiennent en changeant 
a en b et o en t. 
(3) Dans les notations du (1.2”) et du (2.2”) respectivement, avec A = 
Gal(N/E), on a 0, = O,[A] 8 et 0, = O,[$] pour l’entier 9 = f( 1 + A). 
(4) Les solutions N/Q du (1.2”) et du (2.2”) respectivement, ne sont pas 
uniques en general. 
Remarque 7.8. Brinkhuis a montre qu’une extension abelienne non 
ramitiee de “C.M. corps,” dont le groupe de Galois n’est pas d’exposant 2, 
est toujours sans base normale d’entiers [Br4, Theorem 11. Le (1) du 
theoreme ci-dessus, dans le cas diedral n = 0, construit des extensions 
quadratiques non-ramifites de corps a multiplication complexe ayant une 
base normale d’entiers. 
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Soit N = Q/-)/E une telle extension. Si les places inlinies 
de E ne s’y ramifient pas, N est inclus dans le corps de classes de Hilbert 
de E, done 2 divise le nombre de classes de E. 
Dgmonstration du thkokme 1.7. Nous ne traitons, pour abreger, que le 
cas (2) qui est le plus complexe. 
(2.1“) Supposons le probleme [E/Q, Ed] resoluble. Un systeme 
d’unites fondamentales de E ttant (6, G, &), les entiers 
e, 1, m de (7.3) sont necessairement impairs, de sorte que les unites u et v 
s’ecrivent 
La necessite des conditions du (2.1”) s’en deduit directement par la condi- 
tion (BNE) du theoreme 6.1. Inversement, si les conditions du (2.1”) sont 
satisfaites, (BNE) est veriliee en prenant u = (&)i, v = (G)j od i 
designe le cardinal impair du groupe des unites de l’anneau 0,/20,. 
(2.2”) Comme qc est de norme + 1, on peut ecrire II,’ = 
1+ 2m +4n & avec m, nE N; done en particulier qf = 1 mod 20,, 
CE {a, 6, ab}. Or on a 1(0,/20,)” 1 E { 1,9, 15}. Par consequent, ou bien 
6 E 1 mod 20,, ou bien car],, &= 1 mod 20,, c E (a, 6). On 
en deduit que les unites 
dans lesquelles v, a la signification de l’tnonce, sont congrues a 1 mod 20,. 
Elles verilient la condition (BNE) du theoreme 6.1, done on peut leur 
appliquer le (2.2”) de ce mCme theoreme. Si par exemple Nr(G)/qo = 
+ 1, on a ur(u) = ylt”a+ ‘. Posons A:= qzo(p) oti p est l’eltment de l’enonce 
(cf. [Kub, 521). De q, = a(~)/p, on deduit que A est un entier de L divisant 
& et que A/zlo(A)=ur(u). D’autre part, 122=~~V”f’N,,,(p). La norme 
N,,,(p) divisant le discriminant de L, done a, on peut poser q := qz”.+ ‘, 
K := N,,,(p). En appliquant la formule du (2.2”) du theoreme 6.1, il vient 
alors 
oti il est toujours possible de prendre p = f 1 car la valuation en 2 du 
produit dk etant nulle d’aprbs (6.6), on a dk = (1 + 2q)*/l + 2r pour 
deux entiers q, r E Z, done la condition p/(d”lcc) E U,(2) equivaut a 
p( 1 + 2r) = 1 mod 4. Le (2) est ainsi dtmontrt, et le (3) est clair. 
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(4) La non unicite des solutions N/Q du theoreme resulte des 
exemples qui suivent. Q.E.D. 
EXEMPLE 7.9. Cas diedral (n = 0). 
1. E = CI(&, ,,/??) admet pour systeme d’unites fondamentales 
{rss=~(9+J85),?21=f(5+~),j/ul,,,,=~+2~}. 
D’apres le (1.2”) du theorbme 7.7, on a x;,,(x) = (85,21), pour 
x=&&z=( 378 + 41 JiT5,(&5 + 2 Ju,. 
Un corps diedral N de degrt 8 sur Q, de base normale d’entiers 
{i(l *&,I sur E, avec N/E non ramifiee, est 
N=E(/m;). 
Par ailleurs, comme - yI& = - 73( l/2 + fi/14)6 = - 55 - 12 ,,h? est 
dans Ker xi,o ( cf. (2.8)), le corps 
N’=E( J- (5 + JYj(9 + ,/‘ij;s,(JiG + 2 &,, 
dtfinit sur UJ une solution, differente de N/Q, du probleme [E/Q, 
(85, 21),]. I1 admet {i(l -kJz)j p our base normale d’entiers sur E, 
et l’extension N’/E est non ramifiee en les places finies de E. 
2. E= Q(fl, $?). On a 
&=+(23&3+57,/?): &=@+$L 
&=14&+53& 
et E admet pour systeme d’unites fondamentales 
{JG=a(399+23,/301+57@+23fl), 
JG = $( 13846 + 798 &ii + 3021 fi + 1219 fl), 
J~=f(159+14,/301+53;‘Si+14fl)). 
D’apres le (2.2”) du theoreme 7.7, on a xZo(.x) = (301,21), pour 
done avec p = i (989-57 fl), 
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for some integers b,, j > 1. Hence we can rearrange, if necessary, the 
generators fij for i > m to obtain 
for all i > m. 
COROLLARY. Let w denote a positive integer and wite w = ep’ with 
(e, p) = 1. Then, with notation as in the Lemma, 
(a) I{yEGR(p”,m):y”‘=1}1=(e,q-r)q’, and 
(b) 
ii 
y~GR(p~,2m):y”‘=l, o(y)=; 
II 
=(e,q+l)q’, 
where r = min(n - 1, t}. 
Now, andfrom now on, let N denote the quadratic character on GR(p”, m) 
defined by 
if c-O(modp) 
if c is a square unit 
if c is a nonsquare unit. 
THEOREM 5. Let p be an odd prime and d a positive integer, and write 
d= ep’ with (e, p) = 1. Let x, E GR(p,, m) and assume that [g,(x,, a)]’ $ 
4ad (mod p). Then 
/(x~GR(~“,m):g,(x,a)=gAx,,a)}l 
= (e, 4- 1W 
i 
zf N(xf-4a)= 1 
(e, 4 + 1 W if N(xf--4a)= -1’ 
where q = pm and k = mini t, n - 11. 
Proof: First we observe that (g,(x, a)}? $ 4ad (mod p) implies that 
x2 $4a (mod p). Hence we can write x = y + a/y for exactly two values of 
y in GR( p”, 2m). We also have that 
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